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Definizione di sistema
Sistema :
Da un punto di vista fisico e’ un dispositivo che modifica un segnale x(t), detto
ingresso , generando il segnale y(t), detto uscita .
Da un punto di vista formale il segnale d’'ingresso X(t) viene “manipolato” tramite
un generico operatore matematico indicato con Ol.]. Il risultato delle operazioni
matematiche eseguite sull'ingresso €’ il segnale d'uscita Yy(t).
Schema a blocchi
Sistema
X(t) y(t)
O[ x(®) ]
o, _
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Sistemi Lineari Tempo-Invarianti (LTI)
ineare . quando l'uscita generata dalla combinazione lineare di due o piu’ ingressi
e’ uguale alla combinazione lineare delle uscite generate dai singoli ingressi
Sistema Lineare
ax, (t)+bx,(t) _ ay, (t)+by,(t)
O[ax, (t)+bx,(t)|=aO[x, (t)| +bO[x,(t]
empo_Invariante : quando l'uscita generata da un segnale ritardato e’ uguale
all’'uscita generata dal segnale originale, ritardata della stessa quantita’.
Sistema_Tempo Invariante
X(t-7) t—-r
Ofx(t- )] i
_
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Un semplice esempio (1)

Un esempio di circuito lineare e invariante nel tempo e’ mostrato in figura, insieme
allequazione differenziale che ne regola il legame ingresso-uscita

R
— dy(t)
O1O ey yOFRCZZ=x(0) y(-) =0

Nota: si semplifica I'analisi se si impongono condizioni iniziali hulle al tempo meno
infinito; cio’ richiede di conoscere x(t) su tutto 'asse dei tempi e rende impossibile
studiare sistemi instabili, in cui la risposta a condizioni iniziali non nulle diverge.
Per i nostri scopi queste non sono limitazioni importanti.

Linearita’: se y,(t) e y,(t) sono le soluzioni con ingressi X,(t) e X,(t) e’ evidente che
y(t)=y,(1)+Y,(t) e la soluzione con ingresso X(t)=X,(t)+X,(t).

Invarianza nel tempo: se y (t) €’ la soluzione con ingresso x (t) e’ evidente che la
soluzione con ingresso X(t-t;) e’ y(t-t,).

(in entrambi i casi basta sostituire nell’equazione differenziale e verificare che sia
soddisfatta)

_
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Un semplice esempio (2)
Per capire meglio cosa sia la linearita’, chiediamoci come la si puo’ perdere. Ad
esempio I'equazione differenziale contenga y2(t) anziche’ y(t). Poiche’ il quadrato
della somma non e’ uguale alla somma dei quadrati, y(t)=y, (t)+y,(t) non soddisfa
(in generale) I'equazione con ingresso x(t)=x,(t)+x,(t) e la linearita’ e’ persa.
Per capire cosa sia I'invarianza nel tempo, supponiamo ad esempio di avere una
capacita’ C(t) variabile nel tempo. Se y(t) e’ la soluzione dell’equazione

(t) _

y()+RC(t)——=x(1)

X(t-t;) e y(t-t;) non soddisfano (in generale) I'equazione
dy(t—t
Wt —t)+ RO 1) = 11—,
dt
e l'invarianza e’ persa (domani i componenti del circuito potranno avere valore
diverso da oggi; e’ come se fosse un circuito diverso!)
_
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Risposta all'impulso

Risposta all'impulso: e’ l'uscita del sistema quando l'ingresso e’ 'impulso.
Viene solitamente indicata con il simbolo h(t)

Sistema

h(t) = 0[0(1)] N ogy "0

Se il sistema e’ tempo-invariante, la forma della risposta all’'impulso non dipende
dall’istante in cui si applica I'impulso. Quando l'ingresso e’ un impulso anticipato o
ritardato l'uscita e’ uguale ad h(t) anticipata o ritardata:

h(t-1)=0|d(t - 1)]

Se il sistema e’ anche lineare, nota la risposta all'impulso e’ possibile calcolare
I'uscita del sistema quando l'ingresso e’ una qualsiasi combinazione lineare d’'impulsi:

y(t) = 0lad(t) +bolt —1,) + St -1, )| =
= ah(t)+bh(t—1,)+chlt - 1,)
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Rappresentazione di un segnale A
come combinazione lineare di impulsi
Un qualsiasi segnale x(t) puo’ essere rappresentato come somma integrale di impulsi
[x() o(t-1)dr =x(1)
2
1 s ot - 1)
(L O\ —
0 \ \ ./ /’\_/ )
>
-1 v/ 1
-2
-200 -100 0 100 200
t
_
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La convoluzione
Abbiamo visto che:

1 - Nota la risposta allimpulso, e’ possibile calcolare 'uscita di un sistema LT
guando l'ingresso e’ una qualsiasi combinazione lineare d’'impulsi

2 - Un qualsiasi segnale x(t) puo’ essere rappresentato come somma integrale di
impulsi

Ne segue che;:

Y(f)ZO[X(t)]=O Tx(r) J(t—r) dr |= Tx(r) O[J(t—r)]dr =

:Tx(r) Wl -1)ar :Th(r) x=1)dr =x(Oxn(t)

Integrale di convoluzione (o semplicemente convoluzione)

[ = simbolo della convoluzione
uscita = convoluzione tra ingresso e risposta all'impulso del sistema LTI
— 8
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Un semplice esempio (3)

La risposta all'impulso del nostro semplice circuito si determina facilmente, con
conoscenze elementari di elettrotecnica. Basta applicare all'ingresso un impulso!
0 meglio, una forma d’onda (rettangolare) di area unitaria e durata da far tendere
a zero: h(t) e’ il limite delle risposte a ingressi sempre piu’ breuvi.

L’'impulso rettangolare di tensione (di area unitaria) produce un impulso di corrente
di area 1/R. Questa e’ la carica immagazzinata nel condensatore, che raggiunge
qguindi la tensione 1/RC in un tempo che al limite tende a zero. Nota: al limite la
tensione finita a cui si carica il condensatore e’ ininfluente sulla corrente (infinita)
nel circuito. Poi la tensione all'ingresso torna a zero e il condensatore si scarica
con costante di tempo RC, come ben noto: h(t) = 1/RC exp(- t/RC) (pert > 0).

1re \"®

t

_
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Calcolo dell'integrale di convoluzione () = ]ox(r) he-1)dr

L’ integrando x(T) h(t - T)

e’ il prodotto tra il segnale X( Z) e la risposta all'impulso h( Z) ribaltata in [
traslata di [ (verso destra se >0, verso sinistra se 1 <0)

x(r) 1
pal
— \/‘A" T

_
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Esempi di calcolo della convoluzione (1)

x(t) =rect(2t)

y(t) = Tx(r) h(t-1)dr
B h(t) =rect(t —1/2)

1
>
t
h
LM
/ \ \ > 1
-0.25 0.25 1

_
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Esempi di calcolo della convoluzione (2)
x(T) x(1) hit-71)

integrando

A

t=+1/4

t=+1/2

t=+3/4

t=+1

-Of25
— 12

02505075 1 1725

t=+5/4

GZ0-

x(¢) = rect(2¢) h
h(t) =rect(t —1/2)
Integrale

() = Tx(r) h(t-1)dr

G20

. 4 : .
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s A . A
Esempi di calcolo della convoluzione (3)

y(©)= [x(r) He=7) dr x(¢) = h(t) = rect(?)
$x(¢)
1
-
t
. hlt)
>
-0.5 0.5

_
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Esempi di calcolo della convoluzione (4)
Integrando A x(T) x(7) h(t—r)

x(¢) = h(t) = rect(t) |

Integrale

O y(®) = [x(1) h(t=1)dr
> t=-1 -

» t=-2/3

h(e-1)
> t=-1/3 S\
— h(-1) S
» t=0
H
» t=+1/3 ~t
> t=+1/3
> t=+1 X
p " 1 0.5 0.5 1 )
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Causalita dei Sistemi L.T.I. (1)
Definizione :
Un sistema L.T.I. e detto causale se l'uscita y(t) per un t=t, dipende dai valori
dell'ingresso x(t) solo per valori della variabile t<t.
La condizione di causalita € molto importante se la variabile indipendente e |l
tempo: in questo caso un sistema fisico deve essere causale. Se cio non fosse
infatti il sistema sarebbe in grado di predire il futuro.
X(t) Sistema y(t)
Condizione da rispettare per garantire la causalita
h(t) =0 pert<0
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Causalita dei Sistemi L.T.I. (2)

Spesso nel sequito utilizzeremo risposte all’'impulso del tipo:

4 h(D)

AN

Y

t

Questa risposta all'impulso non e causale: puo’ essere resa causale attraverso
opportuni troncamenti (nel tempo, se h(t) si estende da -« a «) e ritardi.

4 D10

Utilizzare h(t) invece che h,(t) significa trascurare (cioe’ sottintendere) i ritardi
necessari a rendere causale la risposta all'impulso.
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Effetti della convoluzione (filtro passa-basso)

| M variabile nel

V H

N x(l‘) Le componenti del segnale rapidamente
variabili nel tempo (ad alta frequenza)

vengono eliminate dalla convoluzione

con una risposta all'impulso lentamente

\

tempo (filtro passa-basso)

Simbolo della convoluzione

N\

t y(@) = x(2) LA(1)

ANA

N 17 Fondamenti
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Effetti della convoluzione (filtro passa-alto)

p X()

» MWW [l

i

i

il

W.H HHL

Le componenti del segnale lentamente
variabili nel tempo (a bassa frequenza)
vengono eliminate dalla convoluzione
con una risposta all'impulso
rapidamente variabile nel tempo (filtro
passa-alto)

Simbolo della convoluzione

ty() = X(}Eh(f)
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